
第 1 篇 复变函数 

复数的概念起源于求方程的根，16 世纪中叶，G.Cardano(1501－1576)在研究 

一元二次方程时引进了复数的概念，在很长时间里，人们对这类数不能理解．但 

随着数学的发展，这类数的重要性才日益显现出来． 

以复数作为自变量的函数叫做复变函数，而与之相关的理论就是复变函数 

论．解析函数是复变函数中一类具有解析性质的函数，复变函数论主要研究复数 

域上的解析函数，因此通常也称复变函数论为解析函数论． 

第 1 章 复数与复变函数 

本章学习目标 

l 熟练掌握复数的各种运算 

l 掌握平面点集的有关概念 

l 理解复变函数的概念 

l 掌握复变函数的极限和连续的概念 

l 了解一些简单映射的几何特征 

1.1  复数及其运算 

1.1.1  复数的概念 

设 x , y 为两个任意实数，称形如  i x y + 的数为复数，记为  i z x y = + ，其中 i 满 

足  2i 1 = − ，称为虚数单位．实数 x和 y 分别称为复数 z 的实部和虚部，记为 
Re x z = ，  Im y z = ． 

当  0 0 x y = ≠ ， 时，复数  i z y = 称为纯虚数；当  0 y = 时，复数 z x = 为一个实数 

（实数可看作是复数的特殊情形）．例如，复数  2 i 0 z = + ⋅ 就是实数 2，当  0 x y = = 

时，复数  0 z = ，它既可以看作实数也可看作纯虚数．全体复数构成的集合称为复 

数集，记作C ，即
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{ i , } z x y x y = = + ∈ C R  ． 

设  1 1 1 i z x y = + ， 2 2 2 i z x y = + 是C 中任意两个复数， 当且仅当  1 2 1 2 x x y y = = ， 时， 

称  1 z 与  2 z  相等，记作  1 2 z z = ，即  1 2 z z = ⇔  1 2 1 2 x x y y = = ， ． 

称复数  i x y + 与  i x y − 互为共轭复数，复数 z 的共轭复数记作 z ，若  i z x y = + ， 

则  i z x y = − ． 

各数集之间的关系可表示为： 

  
  
  
 

  
  
  

有理数 
实数 

无理数 
复数 

纯虚数 
虚数 

非纯虚数 

1.1.2  复数的表示 

1．代数表示 
i z x y = + ， x , y 为两个任意实数，就是复数的代数表示． 

2．复数的几何表示 

由复数  i z x y = + 的定义可知，复数是由一对有序实数 ( , ) x y  唯一确定的，于是 

可建立全体复数和 xOy 平面上的全部点之间的一一对应关系，即可以用横坐标为 
x，纵坐标为 y 的点  ( , ) P x y  表示复数  i z x y = + （如图 1.1），这是一种几何表示法， 

通常称为点表示，并将点 z与数 z看作同义词． 

因实数与 x轴上的点一一对应，故称 x轴为实轴；纯虚数与 y 轴上的点一一对 

应，故称 y 轴为虚轴．这样表示复数 z 的平面称为复平面或 Z 平面． 

显然，共轭复数 z 和 z 在复平面上表示点 z 与点 z 关于实轴对称（如图 1.2） ． 

图 1.1  图 1.2 

3．复数的向量表示 

复数  i z x y = + 还可以用起点为原点，终点为  ( , ) P x y  的向量OP 
uuur 

来表示（如图 

1.1）， x与 y 分别是OP 
uuur 

在 x轴与 y 轴上的投影．这样，复数与平面上的向量之间 

也建立了一一对应关系． 

向量OP 
uuur 

的长度称为复数  i z x y = + 的模，记作  z 或 r，即
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z =  r =  2 2 x y + ． 

关于复数 z 的模  z 有： 

（1）  z =  2 2 x y + ； （2）  z =  z ， zz =  2 z  ； 

（3）  z ≤  x  +  y ，  x  ≤  z ，  y ≤  z ； （4）  1 2 z z =  1 z  2 z  ； 

（5）  1 2 z z + ≤  1 z  +  2 z  ； （6）  1 2 1 2 z z z z − − ≥ ． 

其中  1 2 z z − 又表示点  1 z 与  2 z  之间的距离． 

OP 
uuur 

与实轴正方向所夹的角θ ，称为复数 z 的辐角，记作Arg z ，即 
Arg z θ = ． 

并规定θ 按逆时针方向取值为正，顺时针方向取值为负． 

显然，一个复数的辐角有无穷多个，任意两个辐角，彼此之间相差 2π的整数 

倍，其中满足条件  0 π  π θ − < ≤ 的辐角  0 θ ，称为复数 z 的辐角主值，记为 arg z ，即 

0 θ = arg z ，于是有 
π  arg  π z − < ≤ ， 

Arg arg 2  π z z k = +  0, 1, 2, k = ± ± L （ ） ． 

在确定辐角主值 arg z 时，必须考虑点 z 所在的象限： 

( 0) 

arctan   0 0 

arctan  π  0 0 

arg  arctan  π  0 0 

π  0 0 
2 
π 

0 0 
2 

z 

y  x y 
x 
y  x y 
x 
y z  x y 
x 

x y 

x y 

≠ 

 > >  
 
 + <  
  = − < <  
 
 

= >  
 
 − = <   

， 当 ， ； 

，当 ， ≥ ； 

，当 ， ； 

， 当 ， ； 

， 当 ， ， 

其中  π  π arctan 
2 2 

y 
x 

− < < ． 

当  0 z = 时，规定 z 的模为 0，辐角无定义． 
4．复数的三角表示式与指数表示式 

利用复数  i z x y = + 的实部、虚部、模与辐角的下列关系式： 

r =  z =  2 2 x y + ，  cos x r θ = ，  sin y r θ = ， 

还可将复数表示为以下的形式 
(cos sin ) z r i θ θ = + ， 

称为复数 z 的三角表示式． 

由欧拉（Euler）公式  ie cos isin θ θ θ = + ，
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复数 z 又可表示为  ie z r θ = ，称为复数 z 的指数表示式． 

复数的各种表示可以互相转换，例如，将复数  i z x y = + 化为三角表示式或指 

数表示式，只需计算 r和θ ，即  z 和Arg z ，由  2 2 r z x y = = + ，易求出 r的值， 

再由  cos sin x r y r θ θ = = ， ，知 

tanArg tan  y z 
x 

θ = = ， 

从而  Arg z = θ = arg z + 2  π k  0, 1, 2, k = ± ± L （ ） ． 

例 1  求： （1）  1 3i z = + ； （2）  12 2i z = − − 的三角表示式与指数表示式． 

解 （1）因为  Re 1 x z = = ，  Im 3 y z = = ， 

所以  r =  z =  2 2 (1) ( 3) 2 + = ． 

设  arg z θ = ，则 tanθ =  3  3 
1 

= ， 

又因为  1 3i z = + 位于第Ⅰ象限，所以  π arg 
3 

z θ = = ， 

于是  1 3i z = + = 
π  π 

2 cos sin 
3 3 

i   +   
  

= 
πi 
3 2e  ； 

（2）因为  Re 12 x z = = − ，  Im 2 y z = = − ， 

所以  r =  z =  2 2 ( 12) (2) 4 − + = ， 

因为  12 2i z = − − 位于第Ⅲ象限， 

所以  2  π  5π arg arctan  π  π 
6 6 12 

z − − 
= − = − = 

− 
， 

于是  12 2i z = − − = 
5π  5π 

4 cos i sin 
6 6 

      − + −             
= 

5π i 
6 4e 

− 
． 

例 2  求  1  3i z = ，  2  4 z = ，  3  2 z = − ，  4  2i z = − 的三角表示式与指数表示式． 

解  1 z  ,  2 z  ,  3 z  ,  4 z  都是复平面上的特殊点，位于虚轴或实轴上，因此辐角主值 

可直接求出． 

由于  1 z 位于虚轴上，并且在上半复平面，于是  1 θ =  1 
π 

arg 
2 

z = ，又  1  3 r = ， 

所以 
π
i 
2 

1 
π  π 3 cos i sin 3e 
2 2 

z   = + =   
  

； 

2 z  位于实轴上，且在右半复平面，因此  2 2 arg 0 z θ = = ，又  2  4 r = ， 

所以  i0 
2  4(cos0 isin 0) 4e z = + = ； 

3 z 位于实轴上，且在左半复平面，因此  3 3 arg  π z θ = = ，又  3  2 r = ， 

所以  iπ 
3  2(cos π  i sin π) 2e z = + = ；
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4 z  位于虚轴上，且在下半复平面，于是  4 4 
π 

arg 
2 

z θ = = − ，  4  2 r = ， 

所以 
π
i 
2 

4 
π  π 2 cos i sin 2e 
2 2 

z 
−       = − + − =             

． 

1.1.3  复数的运算 

设复数  1 1 1 i z x y = + ，  2 2 2 i z x y = + ，定义  1 z 与  2 z  的四则运算如下： 

加法：  1 2 1 2 1 2 ( ) i( ) z z x x y y + = + + + ； 

减法：  1 2 1 2 1 2 ( ) i( ) z z x x y y − = − + − ； 

乘法：  1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 ( ) i( ) z z x x y y x y x y = − + + ； 

除法：  1 1 1 1 2 1 2 2 1 1 2 
2 2 2 2 2 

2 2 2  2 2 2 2 

i 
i 0 

i 
z x y x x y y x y x y 

z 
z x y  x y x y 

+ + − 
= = + ≠ 

+ + + 
（ ） ． 

注：复数的四则运算可理解为利用  2i 1 = − 和实数的四则运算所得． 

复数四则运算规律： 

（1）加法交换律  1 2 2 1 z z z z + = + ； 

（2）乘法交换律  1 2 2 1 z z z z = ； 

（3）加法结合律  1 2 3 1 2 3 ( ) ( ) z z z z z z + + = + + ； 

（4）乘法结合律  1 2 3 1 2 3 ( ) ( ) z z z z z z = ； 

（5）乘法对于加法的分配律  1 2 3 1 2 1 3 ( ) z z z z z z z + = + ． 

例 3  化简 
2 (2 3i) 

2 i 
+ 
+ 

． 

解 
2 (2 3i) 

2 i 
+ 

= 
+ 

4 9 12i 
2 i 

− + 
= 

+ 
( 5 12i)(2 i) 
(2 i)(2 i) 

− + − 
+ − 

10 12 29i 
4 1 

− + + 
= 

+ 
2 29i 2 29 i 
5 5 5 

+ 
= = + ． 

例 4  设  1 2i 2 i 
3 4i 5i 

z − +   = −   − −   
，求Re , Im z z及 zz ． 

解  1 2i 2 i (1 2i)(3 4i) 2 i 
3 4i (3 4i)(3 4i) 5i 5i 

z 
  − + − + − 

= − = −     − − + −   
11 2i (2 i)( 5i) 11 2i 5 10i 
25 5i( 5i) 25 25 
− − − − + 

= − = + 
− 

16 8  i 
25 25 

= + ． 

所以  16 8 Re    Im 
25 25 

z z = = ， ．
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16 8 16 8 64 
i i 

25 25 25 25 125 
zz    = + − =    

   
． 

我们利用复数的三角表示式或指数表示式讨论复数的乘法与除法更简便． 

设  1 1 1 1 2 2 2 2 (cos isin ) (cos isin ) z r z r θ θ θ θ = + = + ， ，则 

1 2 

1 2 1 2 1 1 2 2 

1 2 1 2 1 2 
i( ) 

1 2 

(cos i sin )(cos i sin ) 
[cos( ) i sin( )] 

e 

z z r r
r r

r r θ θ 

θ θ θ θ 
θ θ θ θ 

+ 

= + + 

= + + + 

= ， 

1 2 i( ) 1 1 

2 2 

e 
z r 
z r 

θ θ − = ． 

1.1.4  复数的乘方与方根 

1． 复数的乘方 

设 n为正整数， n个非零相同复数 z 的乘积，称为 z 的 n次方，记为  n z  ，即 

{ 
n 

n 
z zz z = L ． 

若  (cos i sin ) z r θ θ = + ，则有 
ie (cos i sin ) n n n n z r r n n θ θ θ = = + ， 

若规定  0  1 z = ，这个公式当  0 n = 时也成立． 

当  1 r = 时，得到著名的棣莫弗（De Moivre）公式 

(cos i sin ) cos i sin n  n n θ θ θ θ + = + ． 

当 n为负整数时，  i 
i 

1 1 
e 

e 
n n n 

n n n z r 
z r 

θ 
θ − − − = = = ． 

例 5  求  6 (1 i) + ． 

解 因为  π  π 
1 i 2 cos i sin 

4 4 
  + = +   
  

， 

所以  6  3π  3π 
(1 i) 8 cos i sin 8i 

2 2 
  + = + = −   
  

． 

例 6  已知  1  3 i z = − ，  2  3 i z = − + ，求 
8 
1 
4 
2 

z 
z 

． 

解 因为  1  3 i z = − = 
π  π 

2 cos i sin 
6 6 

      − + −             
， 

2  3 i z = − + = 
5π  5π 

2 cos i sin 
6 6 

      +             
，
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所以 

8 
8 
1 
4 

4 2 

8π  8π 2 cos i sin 
6 6 

20π  20π 2 cos i sin 
6 6 

z 
z 

      − + −             = 
      +             

4  28π  28π 
2 cos i sin 

6 6 
      = − + −             
8(1 3i) = − +  . 

2．复数的方根 

称满足方程  n w z =  0 2 w n ≠ （ ， ≥ ） 的复数w为 z 的 n次方根， 记作  n w z = 或记 

作 
1 
n w z = ． 

当  0 z = 时，  0 w = ；当  0 z ≠ 时，令 
(cos i sin ) z r θ θ = + ，  (cos i sin ) w ρ ϕ ϕ = + ， 

由棣莫弗公式，可得 
(cos i sin ) (cos i sin ) n  n n r ρ ϕ ϕ θ θ + = + ， 

即有  cos cos    sin sin n  r n n ρ ϕ θ ϕ θ = = = ， ， ，也即 

2  π  0, 1, 2, n  r n k k ρ ϕ θ = = + = ± ± L ， （ ） ， 

从而 
1  2  π  0, 1 , 2, n  k r k 

n 
θ ρ ϕ 

+ 
= = = ± ± L ， （ ） ， 

故  n w z = = 
1 2  π i
e 

k 
n n r 

θ + 

1  2  π  2  π cos i sin n  k k r 
n n 

θ θ + +   = +   
  

0, 1 , 2, k = ± ± L （ ） 

为方程  n w z = 的全部根，当 k 取 0, 1, 2, , 1 n − L 时，得到方程  n w z = 的 n个单根， 

这 n个单根在几何上表示以原点为中心， 
1 
n r  为半径的圆内接正 n边形的 n个顶点， 

当 k 取其他整数值时，得到方程的根必与这 n个单根中的某个根重合． 

方程  1 2, 3, n w n = = L （ ） 在复数范围内有 n个单根 
2  π  2  π 

cos i sin 0,1, 2, , 1 k k w k n 
n n 

= + = − L （ ） ． 

从几何上看，若设 
2 

e 
i 
n 

n w 
π 

= ， 

方程  1 n w = 的 n个单根可记为 
2 3 1 1, , , , ,  n 

n n n n w w w w − L ． 

它们是单位圆内接正 n边形的 n个顶点，以  3 n = 为例作图（如图 1.3），  6 n = 
为例作图（如图 1.4） ．
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图 1.3  图 1.4 

例 7  解方程  6  1 0 z + = ． 

解 因为  6  1 cos π  isin π z = − = + ， 

所以  6  π  2  π  π  2  π 
1 cos i sin 0, 1, 2, 3, 4, 5 

6 6 
k k  k + + 

− = + = （ ）． 

可求出 6个根，它们是 

0 1 2 
3 1 3 1 i i i 
2 2 2 2 

z z z = + = = − + ， ， ， 

3 4 5 
3 1 3 1 i i i 
2 2 2 2 

z z z = − − = − = − ， ， ． 

例 8  计算 4 1 i + ． 

解 因为  1 i + = 
π  π 

2 cos i sin 
4 4 

  +   
  

， 

所以  4 1 i + =  8 
π  π 2  π  2  π 
4 4 2 cos i sin 0, 1,2,3 

4 4 

k k 
k 

  + +   
+ =   

    
  

（ ） ． 

即  0  8 
4 

π  π 
2 cos i sin 

16 16 
w   = +   

  
，  1  8 

4 
9π  9π 

2 cos i sin 
16 16 

w   = +   
  

， 

2  8 
4 

π  π 
2 cos i sin 

16 16 
w   = − +   

  
，  3  8 

4 
9π  9π 

2 cos i sin 
16 16 

w   = − +   
  

． 

1.2  平面点集与区域 

1.2.1  复平面上的点集与区域 

在复数集中加入一个非正常的复数称为无穷大，记作 ∞ ，其实部、虚部与辐 

角都没有意义，但它的模规定为正无穷大，即  z = +∞．相应地，在复平面上添加 

一点，称为无穷远点，它与原点的距离为 +∞ ．
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扩充复平面 包括无穷远点在内的复平面称为扩充复平面． 

有限复平面 不包括无穷远点的复平面称为有限复平面，或复平面． 

在高等数学课程中已经学习过平面点集的基本概念，下面将其推广到复平 

面上．

邻域 平面上以  0 z 为心，  0 δ > 为半径的圆：  0 x z δ − < 内部所有点的集合称 

为点  0 z 的δ 邻域，记为  0 ( , ) N z δ ，即 

0 0 ( , ) { } N z z z z δ δ = − < ， 

称集合  0 { 0 } z z z δ < − < 为  0 z 的去心δ 邻域，记作  0 ˆ ( , ) N z δ ． 

内点 设D 为平面上的一个点集，  0 z D ∈ ，如果存在  0 z 的一个δ 邻域，使该 

邻域内的所有点都属于D ，则称  0 z 为D 的一个内点． 

边界点 如果点  0 z 的任一邻域内既有属于D 的点，也有不属于 D 的点，则称 

0 z 为 D 的边界点． 

外点 平面上既非D 的内点又非D 的边界点的点，称为D 的外点． 

图 1.5中  0 z  ,  1 z  ,  2 z  分别表示为D 的内点、边界点和外点． 

图 1.5 

边界 点集D 的全部边界点所组成的集合，称为D 的边界． 

注：D 的内点必属于D ；D 的外点必不属于D ； 而D 的边界点可能属于 D 也 

可能不属于D ． 

开集 如果点集D 的每一个点都是D 的内点，则称D 为开集． 

闭集 如果点集D 的余集为开集，则称D 为闭集． 

连通集 设D 是开集，如果对于D 内任意两点，都可用折线连接起来，且该 

折线上的点都属于D ，则称开集D 是连通集． 

区域（或开区域） 连通的开集称为区域或开区域． 

闭区域 开区域D 连同它的边界一起，称为闭区域，记为D． 

有界集、无界集 如果点集D 可以包含在一个以原点为中心，以有限值为半 

径的圆内（即存在一个正数M ，使得对任意的 z D ∈ ，都有  z M ≤ ），则称 D 为 

有界集，否则称D 为无界集．
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有界、无界区域（闭区域） 区域（闭区域）有界时，称为有界区域（有界 

闭区域），否则称为无界区域（无界闭区域） ． 

例如，圆盘：  0 z z r − ≤ 为有界闭区域． 

圆环：  1 0 2 r z z r < − < 为有界开区域． 

上半平面： Im 0 z > 是无界开区域， Im 0 z≥ 是无界闭区域． 

角形域：0 arg z ϕ < < 是无界区域． 

1.2.2  单连通域与多（复）连通域 

1． 简单曲线、简单闭曲线 

设  ( ) x t  与  ( ) y t  是闭区间[ , ] α β 上的实连续函数，则由方程 
( ) x x t = ，  ( ) y y t =  t α β （ ≤ ≤ ） 

或由复数方程 
( ) ( ) i ( ) z z t x t y t = = +  t α β （ ≤ ≤ ） ，（参数方程） 

所确定的点集C 称为复平面（ Z 平面）上的一条连续曲线． 

若存在满足  1 t α β ≤ ≤ ，  2 t α β ≤ ≤ 且  1 2 t t ≠ 的  1 t 与  2 t  ，使  1 2 ( ) ( ) z t z t = ，则称 

此曲线 C有重点． 

无重点的连续曲线称为简单曲线或约当（Jordan）曲线． 

除  ( ) ( ) z z α β = 外无其他重点的连续曲线称为简单曲线．例如  cos i sin z t t = + 

0 2π t （ ≤ ≤ ） 是一条简单闭曲线（如图 1.6） ． 

在几何直观上，简单曲线自身是不会相交的；简单闭曲线是封闭的，例如， 

图 1.7中的  1 C 是简单曲线，  2 C 是简单闭曲线，图 1.8中的  3 C  ,  4 C 不是简单曲线，但 

3 C 是闭曲线． 

图 1.6  图 1.7 

2．光滑曲线、分段光滑曲线 

设曲线C 的方程为 
( ) ( ) i ( ) z t x t y t = +  t α β （ ≤ ≤ ） ， 

若  ( ) x t  ,  ( ) y t  在[ , ] α β 上均有连续导数且  2 2 [ ( )] [ ( )] 0 x t y t ′ ′ + ≠ ，则称曲线C 为光滑曲 

线，由若干段光滑曲线衔接而成的曲线称为分段光滑曲线． 

例如，摆线  ( ) ( sin ) x t a t t = − ，  ( ) (1 cos ) 0 y t a t a = − > （ ） 的拱为一条光滑曲线，
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星形线  3 3 ( ) cos ( ) sin 0 x t a t y t a t a = = > ， （ ） 为分段光滑曲线． 

3．单连通域、多连通域 

设 D 是复平面上一区域，如果在D 内任作一条简单闭曲线C ，其内部的所有 

点都在D 中，则称区域D 为单连通区域；否则称D 为多连通区域或复连通区域． 

例如，左半平面 Re 0 z < ，水平带域  1 2 Im y z y < <  1 2 , y y ∈ （ ） R  ；上半平面 
0 arg  π z < < ，均为单连通区域；圆环域  1 0 2 r z z r < − < （  1 2 , r r 为正实数）为多连 

通区域． 

在几何直观上，单连通区域是一个没有“空洞（点洞）和缝隙”的区域，而 

多连通区域是有“洞或缝隙”的区域，它可以是由曲线C 所围成的区域中挖掉几 

个洞，除去几个点或一条线段而形成的区域（如图 1.9） ． 

图 1.8  图 1.9 

1.3  复变函数 

1.3.1  复变函数的概念 

定义 1  设D 为给定的平面上的非空点集， 若对于D 中每一个复数  i z x y = + ， 

按照某一确定的法则  f ， 总有确定的一个或几个复数  i w u v = + 与之对应， 则称  f 是 

定义在 D 上的复变函数（复变数 w 是复变数 z 的函数），简称复变函数，记作 
( ) w f z = ．其中 z 称为自变量，  w称为因变量，点集D 称为函数的定义域． 

如果给定一个函数  ( ) w f z = ，但没有指明函数的定义域，此时约定该函数的 

定义域为复变数 z 所能取的使  ( ) w f z = 有意义的值的集合． 

当取  0 z D ∈ 时， 由  ( ) w f z = 确定的值  0 0 ( ) w f z = 称为复变函数  ( ) w f z = 在  0 z 处 

的函数值． 

若一个 z 值对应着唯一一个w值，则称  ( ) w f z = 为单值函数；若一个 z 值对应 

两个或两个以上w的值，则称  ( ) w f z = 为多值函数． 

例如，函数 
1 
2 w z = 是定义在整个复平面上的多值函数； 
3 w z = 是定义在整个复平面上的单值函数；
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1 w 
z 

= ，其中 Im 0 z > ，是定义在上半平面的单值函数． 

设  i i z x y w u v = + = + ， ，则  ( ) w f z = 可改写为 

i ( i ) ( , ) i ( , ) w u v f x y u x y v x y = + = + = + ， 

其中  ( , )    ( , ) u x y v x y 与 为二元实函数，比较上式的实部与虚部，得到 

( , ) u u x y = ，  ( , ) v v x y = ， 

所以，一个复变函数  ( ) w f z = 就对应着一对二元实变函数  ( , ) u u x y = 与  ( , ) v v x y = ， 

因而  ( ) w f z = 的性质就取决于  ( , ) u u x y = 和  ( , ) v v x y = 的性质． 

例 9  将定义在全平面上的复变函数  2 w z = 化为一对二元实变函数． 

解 设  i z x y = + ，  i w u v = + ，代入  2 w z = ，得 

i w u v = + =  2 ( i ) x y + =  2 2  2i x y xy − + ， 

比较实部与虚部得 
2 2 u x y = − ，  2 v xy = ． 

例  10  将定义在除原点外全平面区域上的复变函数  1 
2i 

z z w 
z z 

  
= −     

  
化为一对 

二元实变函数． 

解 设  i z x y = + ，  i w u v = + ，则  2 2 2 2 

1 4 i 2 
i 

2i 
xy xy w u v 

x y x y 
= + = = 

+ + 
， 

比较实部与虚部得 

2 2 

2xy u 
x y 

= 
+ 

，  0 v = ． 

1.3.2  映射的概念 

在高等数学中，常将函数用几何图形表示出来，给研究函数的性质提供了许 

多直观的帮助．若将复变函数也用图形来表示，就需要通过两个复平面上的点集 

之间的对应关系来给出（因为自变量 z 和函数w都是复数） ． 

如果复数 z 和w分别用 Z 平面和W 平面上的点表示，则函数  ( ) w f z = 在几何 

上，可以看成是将 Z 平面上的定义域D 变到W 平面上的函数值域G 的一个变换或 

映射，它将D 内的一点 z变为G 内的一点  ( ) w f z = （如图 1.10） ． 

例 11  讨论  1 w 
z 

= 将 Z 平面上的直线  1 x = 映射成W平面上的怎样一条曲线． 

解  2 2 

1 1 i 
i 

x y w 
z x y  x y 

− 
= = = 

+ + 
，  2 2 

x u 
x y 

= 
+ 

，  2 2 

y v 
x y 

− 
= 

+ 
，
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图 1.10 

将  1 x = 代入  2 2 

x u 
x y 

= 
+ 

，  2 2 

y v 
x y 

− 
= 

+ 
并消去 y 得 

2 
2  1  1 

2 
v u   + − =   

  
， 

所以  1 x = 的像是W 平面上的一个圆． 

例 12  讨论函数  2 w z = 将 Z 平面上的扇形区域 
π 

0 
4 

θ < < ，  0 2 r < < 

映射成W 平面上的怎样的区域． 

解 函数  2 w z = 将 Z 平面上的扇形区域 
π 

0 
4 

θ < < ，  0 2 r < < 

映射成W 平面上的扇形区域（如图 1.11） 
π 

0 
2 

ϕ < < ，  0 4 ρ < < ． 

图 1.11 

1.3.3  反函数与复合函数 

1．反函数 

定义 2  设  ( ) w f z = 定义在 Z 平面的点集D 上， 函数值集合G 在W 平面上． 若
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对任意 z D ∈ ，在G 内有确定的w与之对应．反过来，若对任意一点w G ∈ ，通过 

法则  ( ) f z w = ，总有确定的 z D ∈ 与之对应，按照函数的定义，在G 中确定了 z 为 

w的函数，记作  1 ( ) z f w − = ，称为函数  ( ) w f z = 的反函数，也称为映射  ( ) w f z = 的 

逆映射． 

例如，  2 3 w z = − 的反函数为  3 
2 

w z + 
= ． 

2．复合函数 

定义  3  设函数  ( ) w f h = 的定义域为  1 D ，函数  ( ) h z ϕ = 的定义域为  2 D ，值域 

1 G D ⊂ ．若对任意一点  2 z D ∈ ，通过  ( ) h z ϕ = 有确定的  1 h G D ∈ ⊂ 与之对应，从而 

通过  ( ) w f h = 有确定的w值与 z 对应，按照函数的定义，在 D 中确定了w是 z 的 

函数，记作  [ ( )] w f z ϕ = ，称其为  ( ) w f h = 与  ( ) h z ϕ = 的复合函数． 

例如，函数  1  0 v w 
w 

= ≠ （ ） 与  3 1 w z = + 的复合函数为  1 
3 1 

v 
z 

= 
+ 

． 

1.4  复变函数的极限与连续性 

1.4.1  复变函数的极限 

定义 4  设函数  ( ) f z  在  0 z 的某去心邻域内有定义，若对任意给定的  0 ε > ，总 

存在数  0 δ > ，使得适合不等式  0 0  z z δ < − < 的所有 z ，对应的函数值  ( ) f z  都满足 

不等式  ( ) f z A ε − < ，则称复常数 A 为函数  ( ) f z  当  0 z z → 时的极限，记作 

0 
lim ( ) 
z z 

f z A 
→ 

= 或  0 ( ) f z A z z → → （ ） ． 

注：定义中 z 趋近于  0 z 的方式是任意的． 

极限定义的几何意义可解释为： 无论点 A 的ε 邻域取得多么小， 总可以找到  0 z 
的一个去心δ 邻域，当变量 z 落在  0 z 的去心δ 邻域内（如图 1.12），函数  ( ) f z  的值 

便落入 A 的 ε 邻域内（如图 1.13） ． 

图 1.12  图 1.13 

定理 1  设  ( ) ( , ) i ( , ) f z u x y v x y = + ，  0 0 0 i z x y = + ，
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则 
0 

0 0 lim ( ) i 
z z 

f z A u v 
→ 

= = + 的充分必要条件为 

0 
0 

0 lim ( , ) 
x x 
y y 

u x y u 
→
→ 

= 且 
0 
0 

0 lim ( , ) 
x x 
y y 

v x y v 
→
→ 

= ． 

此定理告诉我们，复变函数极限的存在性等价于其实部、虚部两个二元实函 

数极限的存在性，这样就把复变函数的极限转化为求该函数的实部与虚部的极限， 

也就是求两个二元实函数的极限．因此，实变函数中的那些关于极限的运算性质， 

对于复变函数依然成立．譬如，复变函数的极限四则运算法则，可叙述为： 

设 
0 

lim ( ) 
z z 

f z A 
→ 

= ， 
0 

lim ( ) 
z z 

g z B 
→ 

= ，则 

（1） 
0 0 0 

lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( ) 
z z z z z z 

f z g z f z g z A B 
→ → → 

± = ± = ± ； 

（2） 
0 0 0 

lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( ) 
z z z z z z 

f z g z f z g z AB 
→ → → 

= = ； 

（3）  0 

0 
0 

lim ( ) ( ) lim 0 
( ) lim ( ) 

z z 

z z 
z z 

f z f z A  B 
g z g z B 

→ 

→ 
→ 

= = ≠ （ ） ． 

例 13  试求下列函数的极限： 

（1） 
1 i 

1 lim 
z 

z 
zz → + 

+ 
； （2） 

2 

1 

1 lim 
1 z 

z 
z → 

− 
− 

． 

解 设  i z x y = + ， 

（1）  2 2 2 2 2 2 1 i ( , ) (1,1) ( , ) (1,1) 

1 1 i 1 i 1 
lim lim lim 1 i

2 z x y x y 

z x y x y 
zz  x y x y x y → + → → 

  + + + + 
= = + = +   + + +   

； 

（2） 
2 

1 1 1 

1 ( 1)( 1) lim lim lim( 1) 2 
1 1 z z z 

z z z  z 
z z → → → 

− − + 
= = + = 

− − 
． 

1.4.2  复变函数的连续 

定义  5  设  ( ) f z  在点  0 z 的某邻域内有定义，若 
0 

0 lim ( ) ( ) 
z z 

f z f z 
→ 

= ，则称函数 

( ) f z  在点  0 z 处连续． 

若  ( ) f z  在区域D 内每一个点都连续，则称函数  ( ) f z  在区域D 内连续． 

由定理 1及定义 5得如下定理： 

定理  2  函数  ( ) ( , ) i ( , ) f z u x y v x y = + 在  0 0 0 i z x y = + 处连续的充要条件是 
( , ) u x y  和  ( , ) v x y  都在点  0 0 ( , ) x y  处连续． 

由此又有以下定理： 

定理  3  在  0 z 处连续的两个函数的和、差、积、商（分母在  0 z 处不等于零） 

在  0 z 处仍连续． 

显然，关于 z 的多项式函数  2 
0 1 2 ( )  n 

n w P z a a z a z a z = = + + + + L 在复平面上所 

有的点处都连续，而有理分式函数  ( ) 
( ) 
P z w 
Q z 

= （  ( ), ( ) P z Q z  都是多项式）在复平面上
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除使分母为零的点外都连续． 

例 14  讨论函数  arg w z = 的连续性． 

解 设  0 z 为复平面上任意一点，则： 

当  0  0 z = 时， arg z 在  0 z 无定义，故 arg z 在  0  0 z = 处不连续． 

当  0 z 落在负实轴上时，由于  π  arg  π z − < ≤ ，在 z 从实轴上方趋于  0 z 时，arg z 
趋于 π，在 z 从实轴下方趋于  0 z 时， arg z 趋于  π − ，所以 arg z 不连续．当  0 z 为其 

他情况时，由于 
0 

0 lim arg arg 
z z 

z z 
→ 

= ，所以 arg z 连续． 

定理  4  若函数  ( ) h g z = 在点  0 z 处连续，函数  ( ) w f h = 在  0 0 ( ) h g z = 连续，则 

复合函数  [ ( )] w f g z = 在  0 z 处连续（证略） ． 

复变连续函数也有与实元连续函数类似的性质． 

定理  5  设  ( ) f z  在有界闭区域D上连续，则  ( ) f z  在 D 必有界，且可以取得 

最大值和最小值． 

本章小结 

本章主要研究了复数的定义、运算、表示式、平面点集、区域、复变函数以 

及复变函数的极限与连续等，为加深对这些概念的理解，现归纳总结如下： 

一、复数是不能比较大小的；非零复数开 n次方有 n个不同的根． 

二、复数有各种表示式，如代数式、三角式、指数式，根据研究问题的不同， 

选择不同的表示式，如在加、减运算时用代数式，在乘、除或开方运算时用三角 

式或指数式较简便，指数式的应用最为广泛． 

三、由复数的代数式求其辐角或在代数式与三角式的相互转化时可利用关系 

式 tan  y 
x 

θ = ，但不能认为总有 arg arctan y z 
x 

= ，两者的关系如下表： 

辐角主值  , x y 取值范围 反正切表示式 图形 

0 
0 

x 
y 

> 
> 

arctan y 
x 

arg
0 

π  arg  π 

z 
z 

z 

θ = 
≠ 

− < 
（ ） 

≤ 

0 
0 

x 
y 

> 
< 

arctan y 
x
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续表 

辐角主值  , x y 取值范围 反正切表示式 图形 

0 
0 

x 
y 

< 
> 

arctan  π y 
x 

+ 

arg
0 

π  arg  π 

z 
z 

z 

θ = 
≠ 

− < 
（ ） 

≤ 

0 
0 

x 
y 

< 
< 

arctan  π y 
x 

− 

四、邻域和聚点是平面点集的两个最基本的概念，平面点集的很多概念都可 

以用它们来定义． 

五、复变函数的定义、极限、连续及有关定理与实函数相应的概念、定理在 

表述上几乎是相同的，对定理的证明方法也很类似． 

六、在研究复变函数  ( ) f z  时，经常将其化成  ( , ) i ( , ) u x y v x y + 的形式，将对 z 的 

一元复函数  ( ) f z  的研究转化为对两个二元实函数  ( , ), ( , ) u x y v x y  的研究，例如要研 

究  ( ) f z  在点  0 z 的极限或连续性， 可转化为研究  ( , ), ( , ) u x y v x y  在点  0 0 ( , ) x y  的极限或 

连续性． 

习题一 

1．将下列复数表示成代数形式： 

（1）  i i 1 
1 i i 

− 
+ 

− 
； （2）  5 5i 

3 4i 
− 

− + 
． 

2．求下列复数的模、辐角主值： 

（1）  3 i + ； （2）  1 i − − ； （3） 1 3i 
2 

− 
． 

3．将下列复数表示成三角表示式和指数表示式： 

（1）  6 (1 i) z = + ； （2）  1 3i z = − ； 

（3）  3i z = ； （4）  1 z = − ． 

4．计算： 

（1）  6 (1 3i) − ； （2）  4 (1 i) − ； 

（3）  4 1 i + ； （4） 6  2i − ．



18 

复
变

函
数

与
积

分
变

换
 

5．试求方程  4 4  0 z a + =  0 a > （ ）的根． 

6．求下列各式中 z 的范围并做草图： 

（1）  i 1 z + = ； （2）Re  ( 3) 1 z + = ； 

（3）  1  2 
2 

z 
z 

− 
= 

+ 
； （4）  2i 1 z + ≥ ； 

（5） Im 5 z≤ ； （6） 0 arg  π < < ． 

7．写出函数  1 ( ) f z 
z 

= 的  ( ) ( , ) i ( , ) f z u x y v x y = + 形式． 

8．在映射  2 w z = 之下， Z 平面上的曲线 C：Re 1 z = 映射成W 平面上的什么曲线？ 

9．求下列极限： 

（1） 
3 

i 

i 1 lim 
i z 

z 
z → 

− 
+ 

； （2） 
2 

2 1 i 

4 lim 
( 1) z 

z 
z → − − 

． 

10．证明极限 
0 

lim 
z 

z 
z → 
不存在． 

11．求下列函数的定义域，并判断这些函数是否都是定义域中的连续函数： 

（1）  3 w z = ； （2）  2 1 
2 

z w 
z 

− 
= 

− 
． 

12．证明：若函数  ( ) f z  是连续函数，则  ( ) f z  也是连续函数． 

自测题一 

一、填空题 

1．设复数  2 
1 2i 

z = 
− 

，则其实部为________，虚部为_______，模为________． 

2．设复数  1 i( 3)  1 i 
5 3i 

x y + + − 
= + 

+ 
，则 x = ________， y = ________． 

3．设复数  2i
1 i 

z = 
− + 

，则复数 z 的三角表示式为________，指数表示式为________． 

4．当 z 满足________条件时，  2  1 
z 

z + 
是实数． 

5． arg( 3 4i) − + = ________， arg( 2 2i) − − = ________． 

二、计算题 

1．将下列复数 z 表示成  i x y + 的形式，并求出它的实部、虚部、共轭复数、模与辐角： 

（1）  3 
1 2i − 

；（2）  8 21 i 4i i − + ． 

2．将下列复数化为三角表示式和指数表示式： 

（1）  3 4i − − ；（2）1 3i + ．
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3．计算下列各题： 

（1）  10 (1 i) + ；（2）  6  1 − ；（3）  3 1 i − ． 

三、设 n 为正整数，证明 
3 1 3 1 

1 3 1 3  1 
2 2 

n n 
i i 

+ + 
    − + − − 

+ = −         
    

． 

四、证明极限 
2 

2 0 

Re lim 
z 

z
z → 

不存在． 

五、考查函数  1 ( ) 
1 

z f z 
z 

− 
= 

+ 
在圆域  1 z < 内的连续性．


