
第 5 章  不定积分 

微分学的基本问题是：已知一个函数，求它的导数．但是，在科学技术领域

中往往还会遇到与此相反的问题：已知一个函数的导数，求原来的函数，由此产

生的积分学由两个基本部分组成：不定积分和定积分．本章主要研究不定积分的

概念、性质和基本积分方法． 

本章学习目标 

 理解原函数与不定积分的概念． 
 了解积分与微分之间的关系． 
 掌握不定积分的几何意义及性质． 
 熟记积分基本公式． 
 求不定积分的方法：直接积分、第一换元法、第二换元法、分部积分法． 
 了解简单的有理分式函数的不定积分． 

5.1  原函数与不定积分 

一、原函数的概念 

已知变速直线运动的方程 ( )s s t= ，求它的瞬时速度问题，实质上是求已知函

数的导数问题；反过来，如果已知直线运动在任一时刻的速度 ( )v v t= ，求它的运

动规律 ( )s t ．这类问题实质就是已知一个函数的导数要求原来的函数，这就形成了

原函数问题．下面我们一起来看一下原函数的概念． 
定义 5.1.1  设函数 ( )f x 在区间 I 上有定义，若存在一个函数 ( )F x ，使得对于

任何一个 x I∈ ，都有 ( ) ( )F x f x′ = ，则称 ( )F x 为 ( )f x 在区间 I 上的一个原函数． 

例如，对于 ( , )−∞ +∞ 内的每一个点 x ，有
d (sin ) cos
d

x x
x

= ，这时我们称函数

sin x 是 cos x 在 区 间 ( , )−∞ +∞ 上 的 一 个 原 函 数 ， 不 难 验 证

sin 1  sin 2  sinx x x+ +、 、 c+ 都是 cos x 的原函数．由上述情况，我们是否能得到这样

一个结论：如果一个函数的原函数存在，那么必有无穷多个原函数，而且这些函

数之间仅相差一个常数．我们用下面的这个定理来回答这个问题． 
定理 5.1.1（原函数族定理）  若函数 ( )F x 是函数 ( )f x 在区间 I 上的一个原函

数，则 
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（1） ( )F x C+ 也是 ( )f x 的一个原函数，其中 是任意常数． C
（2） ( )f x 的任意两个原函数之间只能相差一个常数． 

可以证明：凡在区间 I 上连续的函数都有原函数．由于初等函数是连续函数，

因此说初等函数在其定义区间上都有原函数． 

二、不定积分的概念 

定义 5.1.2  函数 ( )f x 在区间 I 上的全体原函数称为 ( )f x 在 I 上的不定积分，

记作 ( )d ( )f x x F x C= +∫ ，其中 ∫为积分号， ( )f x 称为被积函数， ( )df x x 称为被

积表达式， x 称为积分变量，并且把 ( )F x C+ 称为 ( )f x 的原函数的一般表达式，

其中C 遍取一切实数值，称它为积分常数． 
例 5.1.1  求 2dx x∫ ． 

解  因为 31
3

2x x
′⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
，所以 31

3
x 是 2x 的一个原函数，即 

2 31d
3

x x x C= +∫  

例 5.1.2  求 sin dx x∫ ． 

解  因为 ( cos ) sinx x′− = ，所以 cos x− 是 sin x 的一个原函数，即 

sin cosx x C= − +∫  

当积分常数 变动时，不定积分表示的不是一个函数，而是一族函数．从几

何角度来看，他们代表一族曲线，我们通常称这族曲线为函数

C
( )f x 的积分曲线，

其中任何一条积分曲线都可以由某一条积分曲线沿 轴方向向上或向下平移适当

的位置而得到．另外，在积分曲线族上横坐标相同的点作切线，这些切线都是平

行的（如图 5.1.1 所示），即它们的斜率都是相等的，均为函数

y

( )f x ． 

 
图 5.1.1 

例 5.1.3  设某一曲线通过点 ，且其上任一点处的切线斜率等于该点横坐(0,1)

 



 

标的平方，求此曲线方程． 

解  设所求曲线的方程为 ( )y y x= ，按题意有 2y x′ = ，于是
3

3
xy C= +  

因为此曲线通过点 ，代入上式可得(0,1) 1C = ． 

故所求曲线的方程为
3

1
3
xy = + ． 

三、不定积分的性质 

定理 5.1.2  若函数 和( )f x ( )g x 在区间 I 上有原函数，则 （ 为常数）

和

( )kf x 0k ≠
( ) ( )f x g x± 在 I 上也都有原函数，且 

（1）           ( )d ( )dkf x x k f x x=∫ ∫
（2） [ ( ) ( )]d ( )d ( )df x g x x f x x g x x± = ±∫ ∫ ∫

d

 

由上述的定理，我们很容易将其推广到有限多个函数的线性组合的情形，即： 

1 1 2 2 1 1 2 2( )d d dn n n nc f c f c f x c f x c f x c f x+ + + = + + +∫ ∫ ∫ ∫  

四、不定积分的基本积分表 

根据不定积分的定义，若 ( ) ( )F x f x′ = ，则 ( )d ( )f x x F x C= +∫ ，从而 

( )( )d ( ( ) ) ( ) ( )f x x F x C F x f x′ ′ ′= + = =∫  

又如果 ( )f x 是可导函数，则对 ( )f x′ 求不定积分就有 

( )d ( )f x x f x C′ = +∫  

把求导的基本公式反过来就得出积分的基本公式，列表如下： 

（1） dk x kx C= +∫ （ 为常数） （2）k
1

d
1

xx x C
μ

μ

μ

+

= +
+∫ （ 1μ ≠ − ） 

（3） d ln   x x C
x
= +∫  （4） e d ex xx C= +∫  

（5） d
ln

x
x aa x C

a
= +∫  （6） sin d cosx x x C= − +∫  

109 

第5

章  

不
定
积
分 

（7） cos d sinx x x C= +∫  （8） 2sec d tanx x x C= +∫  

（9） 2csc d cotx x x C= − +∫  （10） sec tan d secx x x x C⋅ = +∫  

（11） csc cot d cscx x x x C⋅ = − +∫  （12）
2

d arcsin
1

x x C
x

= +
−

∫  

（13） 2

d arctan
1

x x C
x

= +
+∫  
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基本积分公式是求积分运算的基础，读者一定要熟记． 

五、直接积分法 

我们现在可以利用上面讨论的基本积分公式和不定积分的性质来求解一些简

单的积分． 
我们现在可以利用上面讨论的基本积分公式和不定积分的性质来求解一些简

单的积分． 
例 5.1.5  求下列不定积分． 

（1）
2(1 ) dx x

x
−

∫          （2）
4

2

1d
1

x x
x
+
+∫  

（3） 2tan dx x∫         （4） 2 2

1 d
cos sin

x
x x∫  

（5） 2sin d
2
x x∫            （6） 1 d

1 sin
x

x+∫  

解  （1）原式
21 2 dx x x

x
− +

= ∫  

1 1
2 2d 2 d d

3
2x x x x x

−
= − + x∫ ∫ ∫  

1 3 5
2 2 22 22 2

3 5
x x x C= − ⋅ + +  

24 22
3 5

x x x C⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

（2）原式
2 2 2

2

(1 ) (1 ) 2 d
1

x x x x
x

+ − + +
=

+∫  

2
2

21 d
1

x x
x

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟+⎝ ⎠∫  

31 2arctan
3

x x x C= − + +  

（3）原式 2(sec 1)dx x= −∫  

2sec d dx x x= −∫ ∫  

tan x x c= − + ． 

（4）原式
2 2

2 2

sin cos d
cos sin

x x x
x x
+

= ∫  

2 2sec  d csc  dx x x= +∫ ∫ x  

tan cotx x C= − +  

 



 

（5）原式= 1 cos 1d sin
2 2 2

x xx x C−
= − +∫  

（6）原式 2

1 sin d
1 sin

x x
x

−
=

−∫  

2

1 sin d
cos

x x
x

−
= ∫  

2(sec sec tan )dx x x= −∫ x  

tan secx x C= − +  

习题 5.1 

一、选择题 

1．下列函数中，（   ）是 cos x 的原函数. 
A． sin x    B． sin x−     C． cos x−   D． cos x  

2．若
1( )df x x c
x

= +∫ ，则 ( )f x =（   ）. 

A． ln x    B． 1
x

 C． 2

1
x

−  D． 3

2
x

 

3．下列等式中（   ）不正确. 
A． ( )d ( )f x x f x c′ = +∫      B． ( )d ( )f x x f x′ =∫  

C． ( )d ( )f x x f x′ =∫    D． dx x c= +∫  

二、填空题 

1． darctg x∫ =________． 

2．若 ( ) 2 (1) 2f x x f′ = =， ，则 ( )f x =________． 

3． 1 d
1

x
x

=
+∫ ________． 
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三、求下列不定积分 

（1） （2 64 da x x∫ 0a a≠ ， 是常数）  （2） 2

1 dx
x∫  

（3）                         （4）5 dt t∫
2

2 d
1

x x
x+∫  

（5） 2(3 5 ) dx x x−∫             （6） 2 2

cos 2 d
sin cos

x x
x x∫  
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（7） 2 2

3 2 d
1 1

x
x x

⎛ ⎞−⎜ ⎟+ −⎝ ⎠
∫  

四、已知某曲线在任意点 x 处的切线斜率为2x ，且曲线经过点 ，则该曲线方程． (0,1)

5.2  换元积分法 

求不定积分有两个主要方法：换元积分法和分部积分法．本节讲换元积分法，

换元积分法分为第一类换元积分法和第二类换元积分法． 

一、第一类换元法（凑微分法） 

换元积分法是通过积分变量的代换，使欲求的积分化为能直接利用基本积分

公式的方法．我们先来看下面这个例题． 
例 5.2.1  求 3sin cos dx x x∫ ． 

分析：我们可以将被积函数看成是两个函数的乘积，即 
3 3sin cos (sin )(cos )x x x= x  

一个函数 3sin (sin )x f x= ，另一个函数 cos x 是 sin x 的导数，于是被积函数可

写成如下形式： 
3sin cos (sin )(sin )x x f x x ′=  

解  3 3sin cos d sin dsinx x x x x=∫ ∫
           

sinu x=

换元

令

3du u∫  

用积分公式 41
4

u C+
 

sinu x=

 还原
41 sin

4
x C+  

这种求不定积分的方法就是第一换元积分法，本例用该方法的关键是被积函

数具有形式 (sin )(sin )f x x ′，若将函数 sin x 换成一般函数的形式 ( )xϕ ，则被积函数

应该具有形式 ( ( ))( ( ))f x xϕ ϕ ′． 
一般地，被积函数若具有 ( ( ))( ( ))f x xϕ ϕ ′形式，则可用第一换元积分法．第一

换元积分法如下叙述： 
定理 5.2.1  第一换元积分法  
设函数 ( )u xϕ= 可导，若 ( ) ( )f u du F u C= +∫ ，则 

( ( )) ( )df x x xϕ ϕ′∫ ( ( ))d (= )f x xϕ ϕ∫
u xϕ= （ ）

( )d ( )f u u F u C+∫
积分

 

回代
[ ( )]F x Cϕ +  

 



 

例 5.2.2  求

1

2

e d
x

x
x∫ ． 

解  我们发现被积函数

1

2

e( )
x

f x
x

= 可变形为
1 1( ) e xf x

x

′⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，于是  

1

2

e d
x

x
x∫ = =e du u−∫ eu C− + =

1

e x C− +  

例 5.2.3 求 1 d
(1 )

x
x x+∫ ． 

解  被积函数 2

1 2( ) ( )
(1 ) (1 )

f x x
x x x

′= =
+ +

，则 

1 d
(1 )

x
x x+∫ = 2

12 d
1

u
u+∫ = 2arctan u C+ = 2arctan x C+  

例 5.2.4  求 tan dx x∫ ． 

解  被积函数
1( ) tan (cos )

cos
f x x

x
x ′= = − ，则 

dtan d ln ln cosux x u C
u

x C= − = − + = − +∫ ∫  

解题较熟练时，可以不写出换元过程． 
例 5.2.5  求下列不定积分： 
（1） 4 5sin cos dx x x∫           （2） 2cos dx x∫  

（3） 4cos dx x∫             （4） sin 2 cos3 dx x x∫  

（5） csc dx x∫            （6） 4sec dx x∫  

解  （1） 4 5 4 4sin cos d sin cos d(sin )x x x x x x=∫ ∫  

4 2 2sin (1 sin ) d(sin )x x x= −∫  

= 4 2 4sin (1 2sin sin )d sinx x x− +∫ x  
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4 6 8(sin 2sin sin )d(sin )x x x= − +∫ x  

5 7 91 2 1sin sin sin
5 7 9

x x x C= − + +  

（2） 2 1cos d (1 cos 2 )d
2

x x x= +∫ ∫ x  

1 1d cos 2 d(2
2 4

)x x x= +∫ ∫  
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sin 2
2 4
x x C= + +  

类似求出 2 sin 2sin  d
2 4
x xx x C= − +∫ ． 

（3）
2

4 1 cos 2cos d d
2

xx x x+⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  

21 1 1cos 2 cos 2 d
4 2 4

x x x⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

21 1 1d cos 2 d(2 ) cos 2 d(2 )
4 4 8

x x x x x= + +∫ ∫ ∫  

1 1 1 1sin 2 sin 4
4 4 8 4

x x x x⎛ ⎞ C= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+  

3 1 1sin 2 sin 4
8 4 32

x x x C= + + +  

（4） 1sin 2 cos3 (sin 5 sin )d
2

x x x= −∫ ∫ x x  

1 1sin 5 d(5 ) sin d
10 2

x x x= −∫ ∫ x  

1 1cos5 cos
10 2

x x C= − + +  

（5） d dcsc d
sin 2sin cos

2 2

x xx x
x xx

= =∫ ∫ ∫  

2

d d ta
2 2

tan cos tan
2 2 2

nx x

x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =∫ ∫  

ln tan
2
x C= +  

由于
1 costan csc cot

2 sin
x x x x

x
−

= = − ，所以原式还可以写成： 

csc dx x∫ ln csc cotx x C= − +  

另解  csc (csc cot )csc d d
csc cot
x x xx x x

x x
+

=
+∫ ∫  

(csc cot ) d ln csc cot
csc cot

x x x x x C
x x

′+
= − = − +

+∫ +  

同理还可以求出： 
sec d ln sec tanx x x x C= + +∫  

 



 

（6） 4 2 2sec d sec d(tan ) (1 tan )d(tan )x x x x x= = +∫ ∫ ∫ x  

31tan tan
3

x x C= + +  

例 5.2.6  求下列不定积分： 

（1） 2 2

d   0x a
a x

≠
+∫ （ ）        （2） 2 2

d   0x a
x a

≠
−∫ （ ） 

（3）
2 2

d   0x a
a x

>
−

∫ （ ）       （4） 21  dx x x−∫  

解  （1） 2 2 2

dd 1 1 arctan
1

x
x xa C

a aa x x
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

a
= = +

+ ⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  

（2） 2 2

d 1 1 1 d
2

x x
a x a x ax a

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
− +⎝ ⎠−∫ ∫  

1 (ln ln )
2

x a x a
a

C= − − + +  

1 ln
2

x a C
a x a

−
= +

+
 

（3）
2 2 2

dd arcsin

1

x
x xa C

aa x x
a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= = +

− ⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  

（4） 2 211 d 1 d(1
2

2 )x x x x x− = − − −∫ ∫  

 
3
221 2 (1 )

2 3
x C= − ⋅ − +  

 
3
221 (1 )

3
x C= − − +  

例 5.2.7  求下列不定积分： 

115 

第5

章  

不
定
积
分 

（1）
2

2

ln(1 ) d
1

x x x
x
+

+∫              （2） arctan d
(1 )

x x
x x+∫  

解  （1）
2 2

2
2 2

ln(1 ) 1 ln(1 )d d
21 1

x x x (1 )x x
x x
+ +

= +
+ +∫ ∫  

 2 21 ln(1 )d ln(1 )
2

x x= + +∫ 2 21 ln (1 )
4

x C= + +  

（2） arctan arctand 2 d(
1(1 )

x x )x x
xx x

=
++∫ ∫  
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 2 arctan d(arctan )x x= ∫ 2(arctan )x C= +   

二、第二类换元法 

定理 5.2.2（第二类换元法）  若函数 ( )x tϕ= 在某个区间上满足： 
（1） ( )tϕ′ 可导且 ( ) 0tϕ′ ≠ ． 

（2） ( )x tϕ= 的反函数 存在． 1( )t ϕ−= x
（3） ( ( )) ( )f t tϕ ϕ′ 有原函数 ，则有 ( )G t

 1( )d ( ( )) ( )d ( ( ))f x x f t t t G x Cϕ ϕ ϕ−′= = +∫ ∫  

第二换元积分法就是把原积分变量 x 替换成 ( )x tϕ= ，使积分转换成关于新变

量 t 的积分，因此该法又称为变量替换法． 
对积分引进适当的变量替换后，要同时做到“两换一还原”，两换是：一换被

积函数，二换积分微元，缺一不可；一还原是积分结果还需要变量还原． 

例 5.2.8  求
3

dx
x x+∫ ． 

解  令 6 0x t t= >（ ），则 

          
5

3 23

d 6 dx t t
t tx x

=
++∫ ∫  

2 16 1
1

t t t
t

⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟
+⎝ ⎠∫ d  

3 2

6 ln(1 )
3 2
t t t t

⎛ ⎞
C= − + − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

3 6 62 3 6 6 ln(1 )x x x x C= − + − + +  

例 5.2.9  求 2 2 d    0a x x a− >∫ （ ）． 

解  令 sinx a t=
π  
2

t⎛ ⎞<⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则 2 2 cosa x a− = t ， d cos  dx a t t= ，于是 

2 2 2 2d cos cos  d cos  da x x a t a t t a t− = ⋅ =∫ ∫ ∫ t  

 
2

2 sin 2 ( sin cos )
2 4 2
t t aa C t t⎛ ⎞ t C= + + = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
2

2 2arcsin
2 2
a x x a x C

a
= + − +   

例 5.2.10  
2 2

d     0x a
a x

>
+

∫ （ ）． 

解  令 tanx a t=
π  
2

t⎛ ⎞<⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则 2 2 seca x a t+ = ， 2d sec  dx a t= t ，于是 

 



 

       
2

2 2

d sec d sec d
sec

x a t t t
a ta x

= =
+

∫ ∫ ∫ t  

1ln  sec tan  t t C= + +  
2 2

1ln   a x x C
a a
+

= + +  

2 2
1ln       lnx a x C C C a= + + + = −（ ）． 

例 5.2.11  求
2 2

d    0x a
x a

>
−

∫ （ ）． 

解  令 secx a t=
π0
2

t⎛ ⎞< <⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则 2 2 tanx a a− = t ， sec  tan ddx a t t t= ，于是 

        
2 2

d sec tan d sec d
tan

x a t t t t
a tx a

= =
−

∫ ∫ ∫ t  

 1ln sec tant t C= + +  

 
2 2

1ln   x x a C
a a

−
= + +  

 2 2
1ln      lnx x a C C C a= + − + = −（ ）． 

从上面后 4 个例子容易看到，当被积函数含有根式： 2 2a x− ， 2 2a x+ ，
2 2x a− 时，可以分别令 sinx a t= ， tanx a t= ， secx a t= ，以消去根号，使被积

表达式简化．这 3 种变换，通常称为三角代换． 
下面的例子表明，换元法虽然也有些规律可循，但在具体运用时十分灵活．不

定积分的求出在很大程度上依赖于我们的实际经验、运算技巧和机智． 

例 5.2.12  求
2

d

4

x

x x−
∫ ． 

解法一：令
π2sin
2

x t t⎛= <⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟，则 

原式
2cos 1d csc

4sin cos 2
t t t

t t
= =∫ ∫
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dt  

1 ln csc cot
2

t t= − C+  

21 2 4ln   
2

x C
x

− −
= +  

解法二：令
1 1

2
x t

t
⎛ ⎞= >⎜
⎝ ⎠

⎟，则 
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原式
2

22

1 d
4 1

t t
tt

⎛ ⎞= ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠−

∫  

2

2

d 1 ln  2 4 1 
24 1

t t t
t

= − = − + − +
−

∫ C  

21 2 4ln   
2

x C
x

+ −
= − +  

解法三：令 24    0x t t 2− = < <（ ），则
2

d d
4

x x t
x

−
=

−
， 

原式 22 2

d d 1 2ln
4 244

x x t t C
ttx x

−
= = =

+−−
∫ ∫ +  

    
2

2

1 4 2ln
4 4 2

x C
x

− −
= +

− +
 

本例采用 3 种不同的方法换元，其结果形式虽然不同，但均可互相转化．此

外，本例还可采用其他方法换元，如令 2 1 1
4

x t
t
⎛ ⎞= >⎜ ⎟
⎝ ⎠

，
2   0
2

x t t
x

+
= >

−
（ ）等，从

而进一步说明换元积分法的灵活性．我们只有在熟记基本公式的基础上，通过做

大量的练习去积累经验，才能做到熟中求巧，运用自如． 

习题 5.2 

一、选择题 

1．下列凑微分正确的是（   ）． 
A． sin d d cosx x x=          B． dx dx x=   

C．
2

1arcsin d d
1

x x
x

=
−

    D．
2 2

2 e d dex xx x =  

2．求 21 dx x+∫ 时，经变量代换 tgx t= ，与此积分相同的是（   ）． 

A．   B．      sec dt t∫ 3sec dt t∫
C． 2

sec d
1

t t
t+∫    D．  3sec dt t−∫

二、填空题 

1．在下列等号右端填入适当系数，使等式成立： 

 



 

d ________d
2
xx =                   2d ________( 1)x x x= +   

1 d ________d(5 6ln )x x
x

= +         2

1 1d ________d 1x
xx

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

cos 2 d ________d(sin 2 )x x x=   2

1 d ________d(arctg2 )
1 4

x x
x

=
+

  

2

1 d ________d(arcsin 4 )
1 16

x x
x

=
−

 2

2

2 d ________d 1
1

x x x
x

= +
+

 

2． sincos e dxx x∫ =________． 

3． ( ) ( )F x f x′ = ，则 2( )dxf x x =∫ ________． 

三、求下列不定积分 

（1） 5(1 2 ) dx x−∫            （2）
32e dxx x∫  

（3） e d
x

x
x∫                （4） 1 2ln dx x

x
+

∫  

（5） (sin π 1)dx x+∫        （6）
2

1 d
1

x x
x

+

−
∫  

（7） arctg d
(1 )

x x
x x+∫  

四、求下列不定积分 

（1） 24 dx x−∫              （2） 2 9dx x−∫  

（3） 24 dx x+∫             （4） 3
22

d

(1 )

x

x−
∫  

（5）
2 2

d

( 9

x

x x )−
∫            （6）

3 2

d

1

x

x x+
∫  
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五、求下列不定积分 

（1）
2

1 d
16 8 5

x
x x+ +

∫  （2） 2dx x x−∫  

（3） d
(1 )

x
x x+∫  
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5.3 分部积分法 

由乘积求导法，可以导出分部积分法． 
定理 5.3.1  若函数 与 可导，且不定积分 存在，则

也存在，并有 

( )u x ( )v x ( ) ( )du x v x x′∫
( ) du x v x x′∫

( ) ( )d ( ) ( ) ( ) ( )du x v x x u x v x u x v x x′ ′= −∫ ∫  

上式表明，把比较难求的 du v∫ 化为比较容易求的 dv u∫ 来计算，可以化难为易． 

例 5.3.1  求 cos dx x x∫ ． 

解  cos d d sin sin sin dx x x x x x x x x= = −∫ ∫ ∫ sin cosx x x C= + +  

若令 ，则得 cosu = x
2 2 2

cos d cos d cos sin d
2 2 2
x x xx x x x x x x= = +∫ ∫ ∫  

反而使所求积分更加复杂．可见使用分部积分的关键在于被积表达式中的 和

的适当选择． 
u

dv
我们在应用分部积分法时，恰当地选取 和 是一个关键．选取 和 一般

要考虑下面两点： 
u dv u dv

（1） 要容易求得． v
（2） 要比dv u∫ du v∫ 容易积出． 

例 5.3.2  求下列不定积分： 
（1） ln dx x x∫              （2） arccos dx x∫  

（3） 2e dxx x∫               （4） 2sin dx x x∫  

解  （1）
2

ln d ln d
2
xx x x x=∫ ∫

2 2 1ln d
2 2
x xx x

x
= − ⋅∫  

2 1ln d
2 2
x x x x= − ∫  

2 2

ln
2 4
x xx C= − +  

（2）
2

darccos d arccos
1

xx x x x x
x

= + ⋅
−

∫ ∫  

2arccos 1x x x C= − − +  
（3） 2 2 2e d de e 2 e dx x x xx x x x x= = −∫ ∫ ∫ x  

 



 

2 2e 2 de e 2 e 2 e dx x x x xx x x x= − = − + x∫ ∫  
2( 2 2)exx x C= − + +  

（4） 2 1 cos 2sin d d
2

xx x x x x−
=∫ ∫  

1 1d dsin
2 4

2x x x= −∫ ∫ x  

21 1 1sin 2 sin 2 d
4 4 4

x x x x= − + ∫ x  

21 1 1sin 2 cos 2
4 4 8

x x x x C= − − +  

由以上例题，我们总结出选u 的一条准则，那就是“指三幂对反，谁在后谁为

”，即若被积函数是由指数函数、三角函数、幂函数、对数函数和反三角函数中

的两种的乘积而构成，则可按准则中的顺序判断谁为 ，如例 5.3.2（1）的被积函

数就是由幂函数和对数函数的乘积而构成，此时对照准则中的前半句话得知：对

数函数在幂函数后，所以就选对数函数为u ． 

u
u

例 5.3.3  求 3sec dx x∫ ． 

解  3sec d sec d tanx x x=∫ ∫ x  

sec tan tan sec tan dx x x x x= − ⋅∫ x  

2sec tan (sec 1)sec dx x x= − −∫ x x  

3sec tan sec d sec dx x x x= − +∫ ∫ x x  

所以 3 1 1sec d sec tan sec d
2 2

x x x x x= +∫ ∫ x  

1 1sec tan ln sec tan
2 2

x x x x C= + + +  

求不定积分有时需要兼用换元法与分部积分法． 
例 5.3.4  求 e dxx x∫ ． 

解  令 x t= ，则 2   d 2 dx t x t= =， t  
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3 3 2e d 2 e d 2 e 6 e dx t t tx x t t t t= = − t∫ ∫ ∫  

3 22 e 6 e 12 e dt t tt t t= − + t∫  
3 22 e 6 e 12 e 12et t t tt t t C= − + − +  

2( 3 6 6)e xx x x x C= − + − +  

在以上两节求积分的例子中，我们曾多次把一些积分所得结果直接代入运算

中作为公式应用，现在将这些结果汇总起来，作为对基本积分表的补充． 
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（14） tan d ln cosx x x C= − +∫ ； 

（15） cot d ln sinx x x C= +∫ ； 

（16） sec d ln sec tanx x x x C= + +∫ ； 

（17） csc d ln csc cotx x x x C= − +∫ ； 

（18） 2 sin 2sin d
2 4
x xx x C= − +∫ ； 

（19） 2 sin 2cos d
2 4
x xx x C= + +∫ ； 

（20） 2 2

d 1 arctanx x C
a aa x

= +
+∫ ； 

（21） 2 2

d 1 ln
2

x a x C
a a xa x

+
= +

−−∫ ； 

（23）
2 2

d arcsinx x C
aa x

= +
−

∫ ； 

（24） 2 2

2 2

d ln( )x x a x C
a x

= + + +
+

∫ ； 

（25） 2 2

2 2

d lnx x x a C
x a

= + − +
−

∫ ； 

（26）
2

2 2 2 2d arc
2 2
x a xa x x a x C

a
sin− = − + +∫ ； 

（27）
2

2 2 2 2 2 2d ln(
2 2
x aa x x a x x a x C)+ = + + + + +∫ ； 

（28）
2

2 2 2 2 2 2d ln   
2 2
x ax a x x a x x a C− = − − + − +∫ ． 

习题 5.3 

一、选择题 

1．下列分部积分中， 和u v′选择正确的有（   ）． 
A． cos 2 d , , cos 2x x x u x v x′= =∫  B． cos 2 d , cos 2 ,x x x u x v x′= =∫  

C． ln d , 1, lnx x u v x′= =∫     D． 2 2ln d , , lnx x x u x v x′= =∫  

2． d(sin )x x =∫ （   ）． 

A． sin cosx x x C− +       B． sin sinx x x C− +  

 



 

C． sin cosx x x C+ +      D． sin sinx x x C+ +  

二、填空题 

1．若 sin d cosuv x x u v x x C′= = +∫， ，则 duv x′∫ =________． 

2．设 ( ) cos 2f x x= ，则 ( )dxf x x′′∫ =________． 

3． ln d
2
x x∫ =________． 

三、计算下列不定积分 

（1） sin 2 dx x x∫             （2） 2e dxx x−∫  

（3） e cos dx x x∫            （4） arcsin dx x∫   

（5） 2arctg dx x x∫             （6） 2( 2)sin dx x x+∫  

（7）设 ( )f x 的原函数为
sin x

x
，求 ( )dxf x x′∫ 的值． 

（8） ln( 1)dx x −∫ x       （9） e dx x∫  

（10） 2( 1)sin 2 dx x x−∫     （11） 2e sin d
2

x x x−∫  

（12） 2

ln cos d
cos

x x
x∫  

*5.4  有理函数的积分 

前面我们介绍了不定积分两类重要的积分法——换元积分法和分部积分

法．尽管积分（不定积分）是微分的逆运算，但积分运算要比微分运算困难得多．我

们知道，任一个初等函数只要可导，我们就一定能利用基本求导法则和基本导数

公式求出它的导数．但是一个初等函数的积分，即使函数形式很简单，其积分计

算却很复杂，很难计算出结果，甚至有的积分根本无法表达出来，因为它的原函

数不再是初等函数了，如
2

e dx x∫ 、
sin dx x

x∫ 、
1 d

ln
x

x∫ 等．然而在初等函数中有一

类函数——有理函数，有理函数在理论上一定是可积的，也就是有理函数的原函

数一定是初等函数．下面我们简单讨论有理函数的不定积分． 
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形如
( )
( )

P x
Q x

的函数称为有理分式函数．其中 、 是关于 x 的多项式

函数． 

( )P x ( )Q x
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设  1
1 1( ) n n

n nP x a x a x a x a−
−= + + + + 0

01 1( ) m m
m mQ x b x b x b x b−= + + + + ，其中 0na ≠ ， 0mb ≠ ． 

如果 n≥m，则称
P( )
Q( )

x
x

为有理假分式；如果 n<m，则称
( )
( )

P x
Q x

为有理真分式． 

当 n≥m 时，根据多项式的带余除法，有 ( ) ( ) ( ) ( )P x g x Q x r x= + ，其中：

或者 ．于是，

( ) 0r x =

( ( )) (Q( ))r x x∂ < ∂
( ) ( )( )
( ) ( )

P x r xg x
Q x Q x

= + ．而
( )
( )

r x
Q x

为有理真分式． 

综上所述，有如下结论：任一个有理分式
( )
( )

P x
Q x

一定可以表示成一个多项式函

数与一个有理真分式之和． 
我们知道，多项式的不定积分是简单的，所以，能有效地解决有理真分式的

不定积分问题，就能有效地解决有理真分式的不定积分问题．这样，我们的问题

就放到如何解决有理真分式的不定积分上来了． 
对于有理真分式，我们有如下的概念和结论： 
1）部分分式的概念（也称简单分式）． 

形如
A

x a−
，

( )n

A
x a−

， 2

Ax B
x px q

+
+ +

及 2( )n

Ax B
x px q

+
+ +

的有理真分式称为部分分

式，其中 2x px q+ + 是实数域上的不可约多项式（即 2 4p q 0− < ）． 

2）任何一个有理真分式必能表示成一系列部分分式之和． 
综上述有：有理函数一定可以表示成多项式函数与部分分式之和． 
于是，有理函数的不定积分，最终归结到部分分式 

A
x a−

，
( )n

A
x a−

， 2

Ax B
x px q

+
+ +

， 2( )n

Ax B
x px q

+
+ +

 

的不定积分上来了． 
3）有理真分式表示成部分分式之和的基本方法． 
在解决有理真分式不定积分之前，首先要解决如何把有理真分式表示成部分

分式之和． 
我们采用的基本方法称为待定系数法，具体步骤如下： 
首先求出 的标准分解式，现假定 的标准分解式为： ( )Q x ( )Q x

1 12 2
1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )k tl sl s

k tQ x b x x x p x q x p x qα α= − − + + + + t  

再假设
( )
( )

P x
Q x

1111 12
2

1 1 1( ) ( ) t

l
l

AA A
x x xα α α

= + + +
− − −

+  

1 1

1

1 111 11 12 12
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1( ) ( )
s s

s

C x DC x D C x D
x p x q x p x q x p x q

++ +
+ + + +

+ + + + + +
+  

其中 A11，A12， ，C11，D11， ，为待定系数． 

 



 

然后等式右边进行通分，相加后把分子整理成一个多项式，比较等式两边分

子同次项系数，得到一个线性方程组，最后解线性方程组，求出所有待定系数．这

样，该有理真分式就表示成部分分式之和了． 
在分解过程中，要特别强调的是：如果 的标准分解式中有因式( )Q x ( )kx α− ，

那么在分解成部分分式的和的时候，和式中必须含有 1 2
2,  ,   ,

( )
A A

x xα α− −
 

( )
k

k

A
x α−

．这 k 个部分分式，同样地， 的标准分解式中有因式( )Q x 2( )sx px q+ + ，

那么在分解成部分分式的和的时候，和式中同样必须含有 
1 1 2 2

2 2 2 2,  ,   ,  
( ) (

s s

)s

C x DC x D C x D
x px q x px q x px q

++ +
+ + + + + +

 

这 s 个部分分式． 

比如，把
4 3 2

3 2

3 10 16 11
( 1) ( 1)

x x x x
x x x

3+ + + +
+ + +

分解成部分分式之和． 

设
4 3 2

3 2 2 3 2

3 10 16 11 3
1( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 1

x x x x A B C Dx E
xx x x x x x x

+ + + + +
= + + +

++ + + + + + +
 

2 2 2 2 3

3 2

( 1) ( 1) ( 1)( 1) ( 1) ( )( 1)
( 1) ( 1)

A x x x B x x x C x x Dx E x
x x x

+ + + + + + + + + + + + +
=

− + +
 

3 2

( )
( 1) ( 1)

F x
x x x

=
+ + +

 

其中 
4 3( ) ( ) (3 3 ) (4 2 3 3 )F x A D x A B D E x A B C D E x= + + + + + + + + + + 2  

(3 2 3 ) ( )A B C D E x A B C E+ + + + + + + + +  

比较等式两边分子多项式同次项系数，由 
4 3 23 10 16 11 3x x x x+ + + + 4 3 2( ) (3 3 ) (4 2 3 3 )= D x A B D E x A B C D E x+ + + + + + + + + +  A

(3 2 3 ) ( )A B C D E x A B C E+ + + + + + + + +  

得 

3
3 3 10

4 2 3 3 1
3 2 3 11

3

A D
A B D E

A B c D E
A B C D E

A B C E

+ =⎧
⎪ + + + =⎪⎪ 6+ + + + =⎨
⎪ + + + + =⎪

+ + + =⎪⎩

，解方程组⇒

1
2

1
2
3

A
B
C
D
E

=⎧
⎪ = −⎪⎪ =⎨
⎪ =⎪

=⎪⎩
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即 
4 3 2

2 2 2 2 3 2

3 10 16 11 3 1 2 1 2 3
1( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 1

x x x x x
xx x x x x x x

+ + + + +
= − + +

++ + + + + + +
 

下面我们来看部分分式的不定积分． 
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（1） d lnA x A x C
x

α
α

= − +
−∫  

（2） 1

1d
1( ) ( )n

A A
nx C

nx xα α −= +
−− −∫ （n>1 的整数） 

（3） 2 dAx B x
x px q

+
+ +∫

2

2 2

( ) 1d d
2 2
A x px q Apx B x

x px q x px q
′+ + ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠∫ ∫  

    2
22

1ln d
2 2

4 2
2

A Ap px px q B x
p pq x

⎛ ⎞ ⎛= + + + − +⎜ ⎟ ⎜⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝⎛ ⎞− + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ⎞
⎟
⎠

 

    2

2 2

2 2ln arctan
2 4 4

A B Ap x px px q C
q p q p

− +
= + + +

− −
+  

（4） 2 d
( )n

Ax B x
x px q

+
+ +∫

2

2  2  

( ) 1d d
2 2( ) ( )n n

A x px q Apx B x
x px q x px q

′+ + ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠∫ ∫  

2 1 22

1 1 d
2(1 ) 2( )

4 2

n n

A ApB x
n x px q p pq x

−
⎛ ⎞= + −⎜ ⎟− + + ⎝ ⎠ ⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎛ ⎞− + +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

∫  

剩下来的积分问题就变成了 2 2

1 d
( )n nI x
a x

=
+∫ 的积分了．这个积分我们可以

用三角代换就很容易地解决此问题． 
这样，有理函数的不定积分问题，我们就算完全得到解决了．下面来看几个

具体的例题． 

例 5.4.1  计算 2 d
3 2
x x

x x+ +∫ ． 

解  令 2 1 23 2
x A B

x xx x
= +

+ ++ +
，则 

2 2

( 2) ( 1) ( ) (2 )
( 1)( 2)3 2 3 2

x A x B x A B x A B
x xx x x x
+ + + + + +

= =
+ ++ + + +

 

所以
1

2 0
A B
A B
+ =⎧

⎨ + =⎩
⇒

1
2

A
B
= −⎧

⎨ =⎩
 

所以 2 d
3 2
x x

x x+ +∫
21 2 ( 2)d d ln

1 2 1
xx x C

x x x
− +

= + =
+ + +∫ ∫ +  

例 5.4.2 计算 2

2 5 d
( 1)( 4 6)

x x
x x x

+
+ + +∫ ． 

解  令 2 2

2 5
1( 1)( 4 6) 4 6

x A Bx C
xx x x x x

+ +
= +

++ + + + +
，则 

 



 

2

2 2

2 5 ( 4 6) ( 1)( )
( 1)( 4 6) ( 1)( 4 6)

x A x x x Bx C
x x x x x x

+ + + + +
=

+ + + + + +
+  

2

2

( ) (4 ) (6
( 1)( 4 6)

)A B x A B C x A C
x x x

+ + + + + +
=

+ + +
 

即

0
4 2

6 5

A B
A B C

A C

+ =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + =⎩

⇒
1
1
1

A
B
C

=⎧
⎪ = −⎨
⎪ = −⎩

 

所以 2

2 5 d
( 1)( 4 6)

x x
x x x

+
+ + +∫ = 2

1 1d d
1 4 6

xx x
x x x

+
−

+ + +∫ ∫  

2

2 2

1 ( 4 6) 1ln 1 d d
2 4 6 4 6

x xx x x
x x x x

′+ +
= + − +

+ + + +∫ ∫  

2
2

1 1ln 1 ln 4 6 d
2 2 ( 2)

x x x
x

= + − + + +
+ +∫ x  

21 1ln 1 ln 4 6 arctan
2 2 2

x 2x x x +
= + − + + + +C  

例 5.4.3  计算 2 2

2 d
( 2 2)

x x
x x

+
+ +∫ ． 

解  2 2

2 d
( 2 2)

x x
x x

+
+ +∫

2

2 2 2 2

1 ( 2 2) 1d d
2 ( 2 2) ( 2 2)

x x x x
x x x x

′+ +
= +

+ + + +∫ ∫  

( )
2 2

2 2 2 2

1 1 1 (1 ) (1 )1 d
2 2 2 (1 (1 ) ) (1 (1 ) )

x xd x x
x x x x

+ + +
= − + + −

+ + + + + +∫ ∫ 2  

2 2

1 1 1 1 1d(1 ) (1 )d
2 22 2 1 (1 ) 1 (1 )

x x 2x x x
= − + + + +

+ + + + + +∫ ∫ x
 

2 2

1 1 1 1 1 1arctan(1 ) d( 1)
2 2 22 2 2 2 1 (1 )

xx x
x x x x x

+
= − + + + − +

+ + + + + +∫ 2  

2

1 1 arctan(1 )
2 22 2

x x C
x x

= + +
+ +

+  

习题 5.4 
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计算下列不定积分： 

（1） 2 d
( 1)

x x
x −∫                （2） 1 d

( 1)
x

x x +∫  

（3） 2

2 3 d
3 10
x x

x x
+

+ −∫             （4） 2

3 d
5 6

x x
x x

+
− +∫  
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（5） 2

1 d
(1 )

x
x x+∫                 （6） 3

3 d
1

x
x +∫  

（7） 3 2

2 d
2

x x
x x

+
−∫                  （8）

3

d
2

x x
x +∫  

复习题 5 

一、选择题 

1．（   ）是函数
1( )f x
x

= 的原函数． 

A． ln x    B． 2

1
x

−     C． 2

1
x

  D． x  

2．若 2 2( )d e xf x x x C= +∫ ，则 ( )f x =（   ）． 

A． 22 e xx        B． 2 22 e xx        
C． 2e xx            D． 22 (1 )e xx x+  

3．若 ( )f x 的一个原函数是 cos x ，则 ( )f x′ =（   ）． 

A． sin x     B． sin x−   C． cos x  D． cos x−  
4．下列凑微分形式正确的是（   ）． 

A． sin d d cosx x x=          B．
22 21e d de

4
x xx x− −= −  

C． 2

1arctg d d
1

x x
x

=
+

        D． 2

1 1d dx
x x

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

5．设 ( )f x 为连续函数，且 ( )d ( )f x x F x C= +∫ ，则 (2 )df x x∫ =（   ）． 

A． ( )F x C+   B． (2 )F x C+    

C． 1 (2 )
2

F x C+    D． 2 ( )F x C+  

6．若 2( )df x x x C= +∫ ，则 2(1 )dxf x−∫ x =（   ）． 

A． 2 22(1 )x C− +              B． 2 22(1 )x C− − +   

C． 2 21 (1 )
2

x C− +           D． 2 21 (1 )
2

x C− − +  

7．设 ( ) ( )u u x v v x= =、 都有连续的导数，则（   ）． 

A． d du v uv v u′ ′= −∫ ∫      B． d duv x uv vu x′= +∫ ∫  

C． d du v uv v u= −∫ ∫      D． d duv x uv uv x′= −∫ ∫      

 



 

8． 2 2( ) ( )dxf x f x x′∫ =（   ）． 

A． 21 ( )
2

f x C+     B． 2 21 ( )
2

f x C+   

C． 21 ( )
4

f x C+    D． 2 21 ( )
4

f x C+  

二、填空题 

1．若 ( ) ( )F x f x′ = ，则 ( )df x x∫ =________． 

2．若曲线 ( )y f x= 在 x 处的切线斜率为
1
4

x ，且过点
52,
2

⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

⎟，则该曲线方程

为________． 
3．（1） 99(2 ) dx x−∫ =________；（2） (2 )df x x′∫ =________． 

4．若 ( ) ( )F x f x′ = ，则 2( ) dxf x x∫ =________． 

5．若 ( )d exf x x C= +∫ ，则 ( ) ( )nf x =________． 

6．已知 ( )f x 的一个原函数为 2ln x ，则 ( )dxf x x′∫ =________． 

三、计算下列不定积分 

（1） 2 31 dx x x+∫              （2） 1+lnx d
x

x∫  

（3） 2e dxx x∫                  （4） arctg dx x x∫   

（5） 3

ln dx x
x∫                （6）

2

1 d
1 1

x
x+ −

∫  

（7） 2ln( 1 )dx x x+ +∫      （8）
2

2

7
2 3

x
x x

+
− −∫  
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1．原函数与不定积分的概念 
2．不定积分的几何意义（ ( )d ( )f x x F x c= +∫ 表示 ( )f x 全部积分曲线所组成

的积分曲线族） 
3．不定积分的性质 
（1） ( ( )d ) ( ) ( ( )d ) ( )df x x f x d f x x f x x′ = ⇔ =∫ ∫  

（2） ( )d ( ) d ( ) ( )F x x F x c F x F x c′ = + ⇔ = +∫  
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（3） [ ]( ) ( ) d ( )d ( )df x g x x f x x g x x± = ±∫ ∫ ∫  

（4） （( )d ( )dkf x x k f x x=∫ ∫ 0k ≠ 的常数） 

4．基本积分公式应用 
5．第一换元积分法（凑微分法） 

（1）
1d d( ) d( ) 0x = x b = ax b a b a
a

+ + ≠（ 、 为常数 ） 

（2） 11d d( ) 1
1

a ax x = x +b a b a 0 a
a

+ ≠ ≠ −
+

（ 、 为常数 且 ） 

（3）
1 1d dln d( ln ) 0x = x = a x+b a b a
x a

≠（ 、 为常数 ） 

（4） d( )e d de d  0 1
ln

x
x x x ax = a x = a a

a
> ≠， （ 且 ） 

（5） sin d d(cos )   cos d d(sin )x x x x x x= − =，  

（6） 2 2sec d d(tan )   csc d d( cot )x x x x x= =， x−  

（7） 2

1 d d(arctan )
1

x x
x

=
+

 

（8）
2

1 d d(arcsin
1-

)x x
x

=  

6．第二换元积分法，适用于以下 3 种情况： 

（1） 2 2 sina x x a t− =被积函数含有 ，这时可以设  

（2） 2 2 tana x x a t+ =被积函数含有 ，这时可以设  

（3） 2 2 secx a x− =被积函数含有 ，这时可以设 a t  

7．分部积分公式： ( ) ( )d ( ) d ( )u x v x x u x v v u x′ =∫ ∫(x)- (x) du u u⇔ ∫ ∫dv= v- v （设

可微，且( ) ( )u x v x、 ( ) ( )u x v x′ 和 ( ) ( )u x v x′ 有原函数） 

8．分部积分选择u v′、 的原则： 
（1）（由 v′易求 ）  （2）（v dv u∫ 易积分） 
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